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Résumé :  
 
La présente étude concerne l'analyse des vibrations libres des poutres en matériaux à gradients de 
propriétés (FGM) soumis à différentes conditions d’appuis en utilisant la théorie d'Euler Bernoulli 
(CBT). On suppose que les propriétés matérielles changent continuellement à travers l'épaisseur de la 
poutre conformément à la fonction exponentielle (E-FGM). Les équations de mouvement sont 
obtenues en appliquant le principe des travaux virtuels sur les poutres et les fréquences fondamentales 
sont calculées en résolvant les équations gouvernant les problèmes aux valeurs propres.  Des résultats 
numériques sont présentés pour décrire l’influence de la distribution matérielle des deux matériaux 
extrêmes sur les fréquences fondamentales de la poutre pour différentes état des frontières. 
 
Mots clé : Vibrations libres, poutre, E-FGM, fréquences fondamentales, 
distribution matérielle.  
 
Abstract : 
  
This study concerns the free vibrations analysis of functionally graded materials (FGM) beams under 
different support conditions using the theory of Euler Bernoulli (CBT). It is assumed that the material 
properties change continuously across the thickness of the beam in according to the exponential 
function (E-FGM). The equations of motion are obtained by applying the principle of virtual work on 
the beams and fundamental frequencies are calculated by solving the equations governing eigenvalue 
problems. Numerical results are presented to describe the influence of the material distribution for the 
two extreme materials on the fundamental frequencies of the beam for different boundary conditions. 
 
Keywords: Free vibrations, beam, E-FGM, fondamentales frequencies, 
matérial distribution.  
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1 Introduction  
L’amélioration des performances des pièces structurelles peut conduire à rechercher, au sien d’un 
même matériau, des propriétés différentes, souvent antagonistes, mais localement optimisées. Le 
développement des matériaux composites a permis d’associer des propriétés spécifiques des différents 
matériaux au sein d’une même pièce. 
Les matériaux à gradient de propriétés (FGM) peuvent être produits en changeant sans interruption les 
constituants des matériaux dans un profil prédéterminé. Les caractéristiques les plus distinctes des 
matériaux FGM sont leurs microstructures non – uniformes avec des macros propriétés graduées dans 
l’espace. Il est conçus pour amélioré et optimiser les caractéristiques thermo-électro-mécaniques des 
structures à l’échelle micro et nano  [1]. 
La plus part des familles du FGM sont composées graduellement de céramique réfractaire à un métal. 
Typiquement, les FGM sont construite à partir d'un mélange de céramique et de métal ou une 
combinaison de différents matériaux. La céramique dans une FGM offre une barrière des effets 
thermiques et protège le métal contre la corrosion et l'oxydation, et le FGM est dure et renforcé par la 
composition métallique. Actuellement les FGM sont développés pour une utilisation générale comme 
des éléments structurels dans les environnements à température extrêmement élevée et des 
applications différentes. 
En raison de la large application du FGM, Plusieurs recherches ont été menées sur le comportement 
mécanique et thermique des FGM [2], [3]. Des études approfondies théorique et expérimentale ont été 
réalisées et publiés, sur la mécanique de rupture [4] [Bao], [5] [Marur], la répartition des contraintes 
thermiques [6] [Williamson], [7] [Naotake], le traitement [8] [Kesler], [9] [Kwon], etc. Parmi ces 
structures FGM, les poutres sont restées toujours les intérêts des chercheurs en raison de leurs 
applications. Des approches telles que l’utilisation de la théorie de cisaillement de déformation des 
poutres, la méthode d'énergie, et la méthode des éléments finis, ont été effectuées.  
L’objectif de ce travail est d’analyser les vibrations libres des poutres FGM soumis aux différentes 
conditions d’appuis en utilisant la théorie d'Euler Bernoulli (CBT). On suppose que les propriétés 
matérielles changent continuellement à travers l'épaisseur de la poutre conformément à la fonction 
exponentielle (E-FGM). Les solutions sont trouvées en résolvant Les équations d’équilibres aux 
problèmes des valeurs propres.  
 
2 Propriétés matérielles de la poutre en E-FGM   
Beaucoup de chercheurs utilisent la fonction exponentielle pour décrire les propriétés matérielles des 
matériaux FGM, la fonction exponentielle est donnée par [10] :         
𝐸 𝑧 =  𝐴𝑒𝛽(𝑧+ℎ/2)                                                                                                                                (1) 
Avec : 
 𝐴 = 𝐸1  et   𝛽= 
1
ℎ
ln  
𝐸1
𝐸2
                                                                                                                         (2) 
Où : E2 et E1  sont respectivement les propriétés matérielles (modules de Young ; densité ou 
coefficient de poisson) de la surface inférieure (z = -h/2) et de la surface supérieure (z = +h/2) de la 
poutre  E-FGM. 
La variation du module de Young à travers l’épaisseur  de la poutre E-FGM est représentée dans la 
figure (1). 
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Figure 1 : La variation du module de Young de la poutre E-FGM 
 
La variation du module de Young se fait à l’aide d’une seule fonction qui domine la distribution du 
matériau dans la poutre E-FGM.  
 
3 Formulation Mathématique  
Considérons une poutre FGM ayant les dimensions représentées en Figure (2) soumise à une vibration 
libre transversale. On suppose que la poutre a un comportement élastique linéaire et les déplacements 
suivant les  axes « x » et « z » d’un point arbitraire dans la poutre et noté respectivement par 
𝑢 𝑥, 𝑧, 𝑡  et  𝑤 𝑥, 𝑧, 𝑡 .  L’étude est basée sur la théorie classique des poutres (CBT), Le champ de 
déplacement de n’importe quel point de la poutre prend la forme suivante : 
 
𝑈 𝑀 =  
𝑢 𝑥, 𝑧, 𝑡 = 𝑢 𝑥, 𝑡 − 𝑧
𝜕𝑤 (𝑥 ,𝑡)
𝜕𝑥
 
𝑤 𝑥, 𝑧, 𝑡 = 𝑤 𝑥, 𝑡                          
       
                                                                                         (3) 
 
 
 
 
 
 
Figure 2 : coordonnées et géométrie de la poutre E-FGM 
 
Où 𝑈 𝑀  est le champ de déplacement d’un point « M » ;  𝑢 𝑥, 𝑡  et 𝑤 𝑥, 𝑡  sont les composantes de 
déplacement sur le plan médian. 
La relation contraintes déformation peuvent être écrit sous forme matricielle comme suit: 
 
 
 
 
 
 
𝑥𝑥
𝑧𝑧
𝜏𝑥𝑧  
 
 
 
 
=
 
 
 
 
 
 
 
𝐸 𝑧 
1 − 𝜈(𝑧)2
0 0
0
𝐸 𝑧 
1 − 𝜈(𝑧)2
0
0 0
𝐸 𝑧 
2 1 + 𝜈(𝑧)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜀𝑥𝑥
𝜀𝑧𝑧
𝛾𝑥𝑧 
 
 
 
 
                                                                            (4) 
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Tel que:  
Le tenseur de déformations est définit comme suit : 
 
𝜀𝑥𝑥 =
𝜕𝑢 𝑥, 𝑧, 𝑡 
𝜕𝑥
=
𝜕𝑢 𝑥, 𝑡 
𝜕𝑥
− 𝑧
𝜕2𝑤 𝑥, 𝑡 
𝜕𝑥2
 
𝜀𝑧𝑧 =
𝜕𝑤 𝑥, 𝑧, 𝑡 
𝜕𝑧
=     
𝜕𝑤 𝑥, 𝑡 
𝜕𝑧
                        
𝛾𝑥𝑧  =  
𝜕𝑢 𝑥, 𝑧, 𝑡 
𝜕𝑧
 +  
𝜕𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡)
𝜕𝑥
                     
 
 
Utilisant le principe du travail virtuel sur la poutre E-FGM, les équations du mouvement résultantes 
sont : 
 
 
 
  𝐴11
𝜕2𝑢0(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥2
− 𝐵11
𝜕3𝑤(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥3
= 0                                                                                                       (5 − a)
 𝐵11
𝜕3𝑢0(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥3
− 𝐷11
𝜕4𝑤(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥4
  + 𝐼1𝑤 (𝑥, 𝑡) = 0                                                                               (5 − b)
  
 
Avec : 𝐴11 ,𝐵11  𝑒𝑡 𝐷11 dénotent les termes de rigidités de la poutre E-FGM donnés par : 
 (𝐴11 ,𝐵11 ,𝐷11) =  
𝐸 𝑧 
1−𝜈 𝑧 2
+
ℎ
2
−
ℎ
2
(1, 𝑧, 𝑧2)𝑑𝑧                                                                                        
Et  𝐼1: fonction de la fraction de volume,  𝐼1 =   𝜌 𝑧 𝑑𝑧
+
ℎ
2
−
ℎ
2
      
       
3.1 Les solutions mathématiques  
Des solutions analytiques sont obtenues de l’équation (5) on gardant la même géométrie de la poutre 
en E-FGM pour différents condition aux limites (S-S, C-C, C-S, C-F). Pour des vibrations 
harmoniques, le déplacement peut être exprimé : 
 
𝑤 𝑥, 𝑡 = 𝑤 𝑥 . 𝑒𝑖𝑛 𝑡                                                                                                                                              (6) 
 
𝜔𝑛  : Les fréquences fondamentales de la poutre E-FGM.  
L’équation générale d’amplitude est décrite comme suit :    
 
𝑤𝑛 𝜏 = 𝐴1 . cos 𝛽𝑛𝐿. 𝜏 + 𝐴2 . 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑛𝐿. 𝜏 + 𝐴3 . 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝛽𝑛𝐿. 𝜏 + 𝐴4 . 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝛽𝑛𝐿. 𝜏                            (7) 
 
Tel que:  𝜏 =
𝑥
𝐿
     𝜏 ∈   0 , 1   
 𝐴1𝐴2 ,𝐴3 𝑒𝑡𝐴4 sont des paramètres arbitraires à déterminer et  𝛽𝑛   est le nombre d’onde  associée au 
(n) nième mode propre;  
Dans cette étude on considère des poutres avec quatre différents modes d’appuis, c.-à-d., une poutre 
encastrée aux deux extrémités (C-C), une deuxième poutre articulée en extrémité et encastrée en autre 
(C-S), une troisième poutre articulée aux deux extrémités (S-S), et une quatrième poutre encastrée en 
extrémité et libre en autre (C-F). 
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Les quatre conditions de frontière peuvent être obtenues comme suit : 
1. C - C : poutre encastrée – encastrée : 
 
   𝑤𝑛 𝜏 = 𝑤𝑛
′  𝜏 = 0           𝜏 =  0              
  𝑤𝑛 𝜏 = 𝑤𝑛
′  𝜏 = 0           𝜏 =  1             
                                  (8 − a) 
 
2. C - S : poutre encastrée – appuyée : 
 
   𝑤𝑛 𝜏 = 𝑤𝑛
′  𝜏 = 0           𝜏 =  0              
  𝑤𝑛 𝜏 = 𝑤𝑛
′′ 𝜏 = 0           𝜏 =  1             
                                 (8 − b) 
3. S - S : poutre appuyée  – appuyée : 
 
   𝑤𝑛 𝜏 = 𝑤𝑛
′′ 𝜏 = 0           𝜏 =  0              
  𝑤𝑛 𝜏 = 𝑤𝑛
′′ 𝜏 = 0           𝜏 =  1             
                                  (8 − c) 
4. C - F : poutre encastrée – libre : 
 
   𝑤𝑛 𝜏 = 𝑤𝑛
′  𝜏 = 0           𝜏 =  0              
  𝑤𝑛
′′ 𝜏 = 𝑤𝑛
′′′ 𝜏 = 0          𝜏 =  1             
                                 (8 − d) 
 
En utilisant l’équation (7) pour les quatre types de conditions aux limites nous obtenons des équations 
aux valeurs propres, pour le problème de vibration libre : 
 
  𝐾 − 𝜆𝑛 𝑀   𝐴 = 0 
Tel que : 𝜆𝑛 = (𝛽𝑛/𝐿)
4  
[K] est la matrice de rigidité, [M] est la matrice masse et { 𝐴 } est un vecteur quelconque.  
Pour les solutions de l’équation (15), le déterminant suivant devrait être égal à zéro : 
𝑑𝑒𝑡  𝐾 − 𝜆𝑛  𝑀  = 0 
Pour chaque mode, la fréquence propre est donnée par :  𝜔𝑛 = (𝛽𝑛/𝐿)
2 . 𝜉                 
Où :  
 𝜉 =
1
𝐼1
 
 𝐵11
2
𝐴11
− 𝐷11  
 
 
4 Résultats numériques et discussions  
Dans cette étude nous supposons que la poutre en E-FGM est faite d’un mélange de céramique et de 
métal dont la composition varie à travers l’épaisseur. Tel que la facette supérieur, c.à.d. à (z = h/2) est 
en 100% céramique 32OAl  (Alumine), tandis que la facette inférieur (z = - h/2) est faite en 100% 
métal Al  (Aluminium). Les propriétés mécaniques de ces deux matériaux sont : 
Céramique  (Alumine, 32OAl ) : EC = 380 x 10
9
 N/m²; υ=0.33; ρC = 3800 kg/m3. 
Métal (Aluminium, Al ): EM = 70 x 10
9
 N/m²; υ=0.33; ρM = 2780 kg/m3. 
Les résultats numériques sont présentés en termes de fréquences non dimensionnelles. Le paramètre de 
fréquence naturelle non dimensionnel est défini comme : 
𝑛    = 𝜔𝑛𝐿
2 
𝜌𝐶𝐴
𝐸𝐶𝐼
 
Sachent que : 𝐼 et 𝐴 sont respectivement le moment d’inertie et la section de la poutre FGM. 
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Tableau 1 : les trois premières fréquences n     d’une  poutre en E-FGM pour L/h=10 
 
Le tableau (1) montre les trois premières fréquences fondamentales ( 𝑛    ) d’une poutre en E-FGM, 
pour différentes conditions aux limites avec des rapports de rigidités 
𝐸𝑈 𝐸𝐿 =  1, 2, 3, 4 et 5.  On peut remarquer que les fréquences fondamentales les plus importantes 
sont celles des poutres isotrope et homogène (𝐸𝑈 𝐸𝐿 = 1) où le mélange est en céramique pure (100% 
Alumine). On constate aussi que les fréquences fondamentales d’une poutre en E-FGM diminuent 
avec l’augmentation de rapport de rigidité qui est due à la diminution de la quantité de céramique dans 
le mélange.  
       
              
    (C-C)                                                                                (C-S) 
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nombre de mode (n)
Alumine
E-FGM
Aluminium
𝐸𝑈 𝐸𝐿  𝑛     C-C C-S S-S C-F 
1 
 1     
 2     
 3     
22.373 
61.673 
120.90 
15.418 
49.964 
104.24 
9.8696 
39.478 
88.826 
3.5160 
22.034 
61.697 
2 
 1     
 2     
 3     
22.108 
60.942 
119.47 
15.235 
49.373 
103.01 
9.7525 
39.010 
87.773 
3.4743 
21.773 
60.966 
3 
 1     
 2     
 3     
21.720 
59.871 
117.37 
14.968 
48.505 
101.20 
9.5813 
38.325 
86.231 
3.4133 
21.391 
59.895 
4 
 1     
 2     
 3     
21.352 
58.857 
115.38 
14.714 
47.684 
99.488 
9.4190 
37.676 
84.771 
3.3555 
21.028 
58.880 
5 
 1     
 2     
 3     
21.020 
57.941 
113.59 
14.486 
46.942 
97.942 
9.2726 
37.090 
83.454 
3.3033 
20.702 
57.965 
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  (S-S)                                                                               (C-F) 
 
Figure 3: les fréquences fondamentales d’une poutre en E-FGM pour les différentes conditions 
d’appuis avec un mélange Céramique-Métal. 
 
 
Les figures (3) montrent la proportionnalité des fréquences fondamentales avec les modes vibratoires 
(n) des poutres en E-FGM et sont comparées à celles des poutres isotrope et homogène constituées par 
les deux matériaux de bases (céramique, métal). A partir de ces figures, on déduit que  le changement 
des fréquences fondamentales dépend de la combinaison de la fraction volumique (E-FGM) des 
matériaux extrêmes. Ce changement des fréquences est influencé par la rigidité des poutres et devient 
très significatif pour des modes vibratoires plus élevés. 
 
 
5 Conclusion  
Dans ce papier, nous avons analysé les vibrations libres des poutres en utilisant la théorie classique 
d'Euler-Bernoulli (CBT) et en supposant que les propriétés matérielles de la poutre sont évaluées de 
façon continue dans la direction d'épaisseur selon la loi  exponentielle (E-FGM). L’objectif visé dans 
ce papier est de voir l’influence de la distribution matérielle des deux matériaux extrême sur les 
fréquences fondamentales de système. Des résultats numériques ont été présentés pour la poutre en E-
FGM avec divers états de frontière. Ces résultats peuvent être employés comme référence aux autres 
méthodes numériques. 
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